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C. Pellegrini: EFFETTI DI PICCOLE ROTAZIONI DEL PIANO ME=
DIANO DI UN SINCROTRONE SULLE ORBITE DELLE PARTICELLE,

In un sincrotrone ideale esiste un piano di simmetria ta-
le che in ogni suo punto il campo magnetico & puramente
verticale., Usando come éiStema di riferimento quello defi-
nito dai vettori f{,fﬁ;,JE » Tispettivamente tangente, nor
male e binormale deli’brbita di riferimento, si pud scrive

re il campo magnetico nella forma:

=0

B, = .fA-az (1)
Hy = H . ¥ = ax+c

ove X,z sono le componenti del vettore

3Pt %6 +xA + Yoz
che misura lo spostamento di una particella dalllorbita di
riferimento, |

Tutte le qﬁantifé ;ntrodotte sono funzioni dellta-—

scisea curvilinea s dell'orbita di riferimento.



In particolare, detto Hs il velore di H sulll’orbita

}—

di riferimento e K = la curvatura di questa, le grandez

Vs

ze a, ¢ assumono i seguenti valori:

)('a::HSnK (2)
(¢ = Hg

in un maghete;
je=¢ (3)
{.C'—'-'

in un quadrupolo;
a =0 c =0 (4)

in una sezione senza campo magnetico.
Usando la forma (1) del campo le equazioni del moto

sil scrivono come |

{ [j"—_— K X
‘ 2
‘4; x" + 097 X = — Kp (5)
{ z" +<u§ z =0
con
2 2 &
@} =K F ———
”2 8 4
o4 = = =—
2 Es
inoltre
s - |85
s 7 K

Ia soluzione delle (5) é1)
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i

§X o ﬁjcos (Vy &y + JT) - o,

S ,, (6)
l z = q M£2 cos (Y P, +d,).

Piccole rotazioni dei magneti o dei quadrupoli porta
no a modificare le equazioni del moto; in particolare esse
fanno si che le oscillazioni di betatrone radiali e verti-
cali non siano pil disaccoppiate.

Gli effetti di guesto accoppiamento sulla stabilitd
del moto delle particelle sono gid stati studiatil)2),

I1 risultato ottenuto & che 1'accoppiamento introduce

risonanza se
4 + ¥, = numero intero,

mentre se

% - 92 = numero intero

lteffetto & quello di trasferimento completo della ampiez-
za radiale imperturbata sul piano verticale e viceversa.

Noi vogliamo studiare il caso in cui sia

Vo Yo £ numero intero,

'] ——
e quindi si ha solo un trasferimento parziale delle ampiezze
imperturbate radiali e verticali sui piani verticale e radia
le,

Questo sard fatto nei paragrafi-2 e 3, usando una tec
nica perturbativa, cioé sviluppando le soluzioni in serie
di potenze rispetto agli angoli di rotazione % e trascuran
do 1 termini di ordine superiore al primo.

Dopo aver applicato i risultati ottenuti al caso dai
una macchina del tipo di Adone (paragrafo 4) calcoleremo
anche la larghezza della stop-band intorno alla risonanza.

Poicheé ci limitiamo a considerare le perturbazioni

sulle traiettorie dovute a piccole rotazioni casuali, pos-
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siamo considerare separatamente le rotazioni .attorno agli
assl ottico (caso a), radiale (caso b) e verticale (caso c¢)
dei mugqetl 0 dei quadrvpoll.

Nei tre casi il campo magnetico e le equa21on1 del
moto dlventano (approssimando sen‘f’ con7¢ e cos 7” con 1,

dove 70 ¢ 1l'angolo di rotazione):

a)
!
yh=0
7H2=c‘f‘+a(z+2x'}ﬁ) (7)
LHEy=c¢c +a{x~-2z¥) :
( 5' = Kx
?x" +m.)$ X + Bz = - Kp | (8)
) _
z" +Wp z 4+ Bx = - KY
con
B=~2a ¥/E;
b)

’(H1=c${>+2axg’f"'
§H2=az | | (9)

\H3=c+ax

{ €' = Kx
4}:" +w$x+ YW EKz' = - Kp (10)
(z" +-aJ§‘z— YEx' = 0

Hy = a z (11)

H3‘=3X+C_

e le equazioni del moto rimangono invariate a meno di ter

mini del secondo ordine nelle'x, z, e moltiplicati ancora
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per ¥ . Polché l'effetto di perturbazione & nel caso c
molto pih piccolo che negli eltri casi ci limiteremo a trat

tare le sole rotazioni attorno agli assi radiale ed ottico.

2) Cominciamo col considerare il caso a).

Poniamo

X

l

XO +X1

2‘ 7 = ZO + Z1
dove X,, 2z, sono le soluzioni (6) del sistema imperturbato
(5), e Xqs 2y di ordine ‘f.

Sostituendo in (8) si ha:

fx"+u)2X1+B{zo+zT}=O

¢ ! . (12)
{ 2y + W, 7y +B{x, + x4y = - KY

Dalle (12) si vede subito whe Zq contiene un termine di or
bita chiusa z4, che, trascurando Bx, e Bxy, si pud ottenere
come soluzione particolare dell'equazione

2 =
Zn10 A C.L)Z ZiC = - ¥ 71’ | (13)

~Questo effetto si pud ricondurre ad un disallineamen
to verticale ed & provocato da rotazioni dei soli magneti

curvanti. L'ampiezza quadratica media di questa orbita

chiuga & data” da s

1 -— 1. ‘ . .
Qzl, >0 = —= D (14)
1c sen’ ug VT SD

dove:

N = numero di magneti,

:{})2> = valore Quadratioo medio“”agll.'angolo di rotazione.
Consideriamo ora la'soluzi'o.ne“_del_ sistema omogeneo

ottenuto da (12),



~ A S
gr""ﬁv - E'=e9

R = réggio medio della macchina,

a2 . 2 5 %
) S 2 e 02 @BV 0 5y o L R2EHYR 5
1’
7= . p2 2 2,53/2 % _ 3/25,
57t VTV (BT V) BY - 2v)
de 2
Trascurando i termini B.. , B? , del secondo ordine in -
o 3
Y’, otteniamo
24 . 2 T B
EL pEy s B gtV )
ae : (P? bé)?
(16)
a2 o 2 v
- VDS = - P ppell Y19 1)
de (VY V)R

Le funzioni %, ¥

di una funzione periodica sul giro

il sistema

‘Ponendo 7
oy o
L x1= JAr Yy,
¢ — (15)
t !/V 7; 9
introducendo le variabili angoiari
1S p
¢I‘ = v}f "?’s)"' 9
‘ Q1Jr
3]
{ ds
$&V = f .‘.:.___... 9
~ VQﬁ%
ed agsumendo
4 B i
o 3)‘19 /év"“r 1)2

(12) diventaT®)

si possony. scrivere come prodotto

per una con freduenza



Yy o Yo
e B (s) = "E(s) ei(‘ \-)2 & + JE)
(17)
— (Ve s d |
5(5) = T (s) &1 18 + 94
Sostituendo nelle (16) si ha:
a2n | am > o - R B
( S= o+ 2 10V, + (D1 - V5) 4 = - e
J} de~ de i 1)1 Vz
2z = — 2
! 423, 5 4 Y, 8% . (w2 _v2yF _ _BSBp _
de? de 2 1 Vv, v,

La soluzione di (18) si ottiene sotto forma di sviluppo in

serie di Fourier.

Posto
i: - 13::.%::..: = f(8) = ZK fx 1K
! : - on
g (V1 v,
bl *ad
4 " ~ _iK® (19)
} 7= Zxxe
+ v
| = . 1Ke
L 5P = <x3x
e sostituendo in (18) si ha
{ SR YO S S (S OE
; (20)
| = BK

Sx=

In definitiva otteniamo



o 2 e
X El_ //-..-— . .

D

Vogliamo ora ricavare i valori quadratici medi di
‘ i
. — N
[Ae B )
— e ,5
Py A

Eseguiamo il calcolo per la funzioné

Y
ey 3
, }ér_ P

Quadrando. e mediando sﬁ e si ha

jaz 2> = A§ = Z . rF LS -5 © - (22)
v P IR AR G ok]
Il prodotto fK fg'é dato da
, 277 vl A o
I N \[f(@)f(@') gT1E(® = ") 4ogg (23)
472 , . ‘ o

o)

Congideriamo ora il valor medio T su un insieme di macchi-~

ne aventi errori casuali. Il valor medio

f(e) £(e")
& diverso da zero solo se 6 e ©' sono nello stesso magnete

o quadrupclo. Si ha quindi

_ M 2 _.2
vk vy
3

44 1 ri

4 M . 2

= ..l.;.{}é&Z) ..13_.. 21(%-31)2 _._..L_.l-...._.. (24)
A% Wy, 1 s y% 52
ri
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ove la sommatoria va estesa a tutti gli elementi della
macchina.

Sostituendo nella (22) otteniamo

A- =T Z, ‘
vk / -( ¥, +K)27 2
— '\2 i. ‘
=T = 2 f 1 * ! (25)
4 UT senzﬁ'(ué+hq) sen® 71 (¥ - V,)
+ iTT\) Zc.ot 7}'(1)1+ Vo) 4+ cot (Y, - VQZ/‘/

1’

Analogamente si ha

/?; ,3.;2 ™, - 7-2 i
M ¢2 4 V2 [ sen2T(V,-¥,)
2
] ~ (26)
+ 5 = Zcotff“(%+b’2)+
- F v
sen F(bq %) o
iy - v ()
+ cot i ( 1)/f
T | — 1 . - e aa
Poiche v cot 7 ¥ (m', gli ultlml du_e termini di

(25), (26) possono essere trascurati. |
Sostituendo la (24) nelle (25), (26), assumendo an-

cora/ﬁﬂ'é e inoltre che i magneti ed i quadrupoli abbiano

o 27
tulti la stessa lunghezza Iy = ~ﬁ4€ ed LQ si ha
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“&

2 : 1 : 1 ,
b ey )
sen2/7'( V1+ ‘»—’2) sen® /i (M, - \»’2) :

(27)

21 [ 47r2?
) 1;1 , Z/ 47 n2 +( G 2 2 ]<'y, “
420, Ng2 .Hg

dove N & il numero dei magneti, Q & il numero dei quadrupo

li. Analogamente

2 R2 1 1 Jz
AI‘ =. 3 — : + - ¢
_ 4—1}2 })1 ( senii( ¥)1+ Vz) sen“7( Vy- Pz)

. : (28)
4 70 6 2.2 oo
! > + ( ) LQ Qf {f;p yd
NS HSY <
Consideriamo ora il caso b)
Poniamo di nuovo
, X = X, + X4
z = 'zo'x+ Z 4
Sostituendo in (10) si ha
x" o+ 1«32 X, + YEz! = - ¥Yxz!
1 17 71 T e
5 (29)

) n - o L N3 1.
oy o+ Wy oz, ')".KXT + Y Ex!;

procedendo come nel caso precedente si ottiene

2 v o -
{ Q_f_?_+ ))?? = -5V, R;KY‘% 'el( 26 +¥)
2 .
) V.
9_§_+ VoI =+ 1V, REYp i(Ve +¥)
e /Yy Vy



...‘,1.—‘

cioé o _
} [2 =7 e r)
‘l . F JL(Pe +¥)
con
;?- =9 %‘r: _u-..h-..fK&_..“.u

K2 ‘
o J)S ~( Vai+K)2

_ ez £y
? = p ‘.Z K J..A.Mu.—s_.h.&_—u..-.
- —( Y, K%

Si ottengono quindi formule completamente uguall alle (25)
(26) purchd si assuma '

m V21

T = ¢
‘IW )’9
" In definitiva abbiamo_ancora
A
X=X°+V/zr--l—zo
e :
g
r—— _ (30)
A E
7 =7 + -— X
° {/7;; » °
con
(ﬁ "3'7-“.2\“ /—f?-z "7‘2—./&2— 7° ! +
% -"-——/—< /.zav-«'———: - 3 ) Oml V. WV
Pr o2 / q2 4 Vo P, [ sencii(Vo4¥y)
(31)
1 /1 2
* CAPR
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4) Vogliamo ora discutere i risultati ottenuti.

Sia nel caso del sistema di equazioni (8) che in quel
lo del sistema (10) abbiamo ottenuto una soluzione della
forma

X =X, + A1 Zy :
= p Jhy cos(Vif, + J}) + Aqq ]gzcos(¥b¢v+éé)
-py
Z = 2, * A2 X, = ) |
] q‘ﬁﬁzcos( 92¢Z+Jé) + A2p %ﬁfcos(ﬁ1¢r+ 1)

-~ Az D ¥

(32)

s
H

con A, A, dati dalle (27), (28), (31). ,

Dalle (32) si vede chiaramente che per effetto del-
le rotazioni casuali si ha 1l'introduzione di un accoppia-
mento fra le oscillazioni di betatrone radiali e verticali
ed inoltre una rotazione del piano delle orbite chiuse di
un angolo pari ad arct A..

I valori delle A dati da (27, (28), (31) diventano
infinitamente grandi, e_quindi si ha una risonanza, se

b

VZ + Lq = numero intero
oppure se
Vz - qu= numero. intero.

Mentre nel primo caso, come gid dett@, si ha effetti
vamente una risonanza, nel secondo caso si ha solo un accop
piamento completo, cioé A ='1. I1 fat$o che noi otteniamo
una risonanza anche per 92 - U1 =.ﬁumerd intero 3 dovuto
alllaver trascurato i1 termini del tipo B= , B 4.

Tuttavia questa approssimazione, ed i risultati ot-

tenuti, sono validi se Y, - V4 # numero intero e se le A
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sono minori di 1.
A titolo di esempio determiniamo ora i valori numeri
ci di Ay, A,y A' nel caso di Adone, cio® di una macchina con

elemento di periodicitd

0 Qp M Q M Qp O.

Agssumiamo
""‘1 = 2-2
92=2.2
R :8]1‘1
§ =2.5m
n = 0.5
G/Hf = 0.8 m™2
Lg = 0.5 m
N =16
Q = 24
31i ha
1 NT, ' 1 A“TOIS
senzﬁ(91+¥é) sen i (¥ -¥5)

e quindi, considerando gseparatamente 1l'effetto delle rota-

zioni dei magneti e quelle dei guadrupoli,
- 2 i
bp by 28.1072LP2 E <>02>S

R P

A' v 0.12 JLeR>

Se vogliamo che sia A,, Ay, A' ~ 1072 geve essere

/<y ~8 x 1072

V<925 q ~ix 107?
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'Nél caso delle rotazioni attorno all'asse ottico oc-—

corre anche con31aerare ltorbita chiusa indotta nel piano

'vertlcale, 1a cul amplezza quadraticsa medla e data dalla

 (14) che nel nostro caso si riduce a

r2 vE 2
<22, 5% 10 (Y2 S

Rimane ancora da calcolare la larghezza della stop~band attor
no alla risonanza Vi + ¥V, = intero. ’

Questa & data aal)

‘w2 : =,
(\, _ R {167° ,1-on |2 G 2 217,/
b = I A " 5 S

Con i valori dei parametri usati precedentemente si ottie-

Sy~ gy

ne

- Desidérd Pingreziare il Prof. F. Amman per aver di-

scueso con me il problema,
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